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Введение 

Лампа бегущей волны (ЛБВ-О), изобретенная и разработанная в конце 
Второй мировой войны, явилась первым прибором СВЧ с так называемым 
распределенным пространством взаимодействия, что впоследствии позволило 
создать компактные и мощные источники электромагнитного излучения в 
диапазоне длин волн от сантиметрового и вплоть до субмиллиметрового. 
Появившиеся впоследствии мазеры и лазеры на свободных электронах (МСЭ, 
ЛСЭ), а также мазеры на циклотронном резонансе (МЦР), позволили освоить еще 
большие частоты при высоком уровне выходной мощности. Они также 
используют принцип распределенного взаимодействия электронного пучка с 
электромагнитной волной. Однако эти приборы сложнее как по физике 
происходящих в них процессов обмена энергией между электромагнитным полем 
и электронным пучком, так и по структуре как самого пучка, так и 
электродинамической системы. Поэтому основы динамики нелинейного 
распределенного взаимодействия электронных потоков и электромагнитного поля 
удобнее изучать на примере простейшего прибора из перечисленных классов – 
ЛБВ.  

Первыми исторически появились нерелятивистские (ускоряющее 
напряжение единицы – десятки киловольт) ЛБВ умеренной (десятки киловатт) 
мощности. В настоящее время, за счет перехода к релятивистским (500 кВ и 
более) напряжениям мощность таких приборов выросла до сотен мегаватт или 
даже нескольких гигаватт. Потребность в таких источниках обусловлена рядом 
фундаментальных задач и практических приложений, включая фотохимию, 
биофизику, новые системы связи и локации, визуализацию скрытых объектов, 
запитывающие секции (драйверы) для высокоградиентных ускорительных 
структур нового поколения и т. д. Переход к релятивистским энергиям частиц 
позволяет более эффективно решать перечисленные задачи. Поэтому в данном 
пособии подробный анализ принципов реализации СВЧ приборов с 
распределенным взаимодействием проведен на примере релятивистской ЛБВ. 

В пособии подробно рассмотрен как физический принцип работы ЛБВ и 
элементарные аналитические оценки оптимальных параметров, так и методика 
построения физических моделей различного уровня сложности, начиная от 
простейшей модели с фиксированной структурой поля и вплоть до 
самосогласованной модели с нефиксированной (т.е. определяемой воздействием 
электронного пучка на ВЧ поле) структурой. Подробно описываются численные 
методы решения систем уравнений для этих моделей. Кратко описан метод 
крупных частиц (particle in cell (PIC)), который является базовым для численного 
расчета СВЧ приборов с распределенным взаимодействием. Поскольку при PIC 
моделировании число решаемых уравнений движения частиц в сложных 
трехмерных моделях может достигать десятков и сотен миллионов, подробно 
описан процесс распараллеливания вычислений с использованием технологии 
OpenMP на современных многопроцессорных вычислительных системах. Для 
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освоения студентами перечисленных алгоритмов приведены полные тексты 
программ моделирования на языке С++ с подробными комментариями. Последнее 
делает указанное пособие практически значимым не только для студентов, 
специализирующихся по направлению 03.03.03 «Радиофизика» и 11.05.02 
«Специальные радиотехнические системы», но и для студентов направления 
02.03.02 «Фундаментальная информатика и информационные технологии». 
Кроме того, излагаемый материал будет полезен для магистров и аспирантов, 
проходящих обучение по направлению «Радиофизика». В конце пособия 
подробно описаны основные режимы работы ЛБВ и физические процессы, 
приводящие к ограничению мощности и КПД прибора (явления обгона и 
перегруппировки частиц, линейный и нелинейный режимы усиления и т. п.). 
Дается сравнение численных данных с аналитическими формулами оценки 
оптимальных параметров. 

Авторы выражают признательность А. В. Климову, И. Ю. Забавичеву и 
А. А. Савиловой за уделенное внимание и помощь в подготовке данного учебного 
пособия. 
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1. Принцип действия и основные элементы ЛБВ 
1.1. Качественное описание группировки в ЛБВ 

Лампой бегущей волны типа О называют электронный прибор СВЧ 
диапазона, в котором используется длительное взаимодействие прямолинейного 
потока электронов с полем замедленной электромагнитной волны, 
распространяющейся вдоль электродинамической системы. ЛБВ нашли широкое 
применение как усилители и генераторы в радиолокации, спутниковых системах 
связи и т. д. [1 – 5]. 

Принципиальная схема ЛБВ показана на рисунке 1. Основными частями 
ЛБВ являются электронная пушка (катод и анод), формирующая прямолинейный 
пучок, замедляющая система, коллектор для сбора «отработавших» электронов и 
соленоид, создающий фокусирующее магнитное поле  (последнее препятствует 
смещению электронов в поперечной плоскости). 

 
Рис. 1. Принципиальная схема ЛБВ типа О 

Электрическое поле  электромагнитной волны, распространяющейся 
вдоль замедляющей системы (ЗС), обычно представляющей собой 
периодическую структуру (см. рисунок 1, где изображен один из возможных 
вариантов ЗС), можно согласно теореме Флоке (см. далее п. 1.2) представить в 
виде суммы пространственных гармоник (плоских неоднородных волн): 

(1) 
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где  – частота, и  – соответственно амплитуда и постоянная 
распространения m-ой гармоники.  

Эффективное взаимодействие электронного потока с электромагнитной 
волной достигается, когда фазовая скорость 

(2) 

близка к продольной скорости  электронов, определяемой потенциалом  
замедляющей системы относительно катода. При этих условиях в системе 
отсчета, связанной с электроном, поля всех гармоник, кроме m-ой, оказываются 
быстро осциллирующими и практически не оказывают влияния на движение 
электронов. При условии черенковского синхронизма: 

(3) 

электроны под действием поля m-ой гармоники  группируются 
в сгустки в тормозящей фазе электрического поля и отдают ему свою 
кинетическую энергию. Рисунок 2 иллюстрирует процесс образования сгустков в 
условиях точного синхронизма . По оси ординат отложена величина 
высокочастотной силы, действующая на электрон, а стрелками показаны 
направления движения частиц под действием этой силы. Предполагается, что 
частицы (отмечены точками) равномерно распределены по фазам 
высокочастотного поля на входе в замедляющую систему.  

Как видно, центр электронного сгустка образуется в нуле электрического 
поля при переходе фазы поля из ускоряющей в тормозящую. Если теперь 
несколько увеличить скорость электрона , сгусток оказывается в 
тормозящей фазе, и электроны начинают отдавать свою кинетическую энергию 
бегущей волне. 

 
Рис. 2. Влияние электромагнитной волны на формирование сгустков 

при условии точного синхронизма 
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Для того чтобы определить соотношение между фазовой скоростью волны 
и продольной скоростью электронов, используют понятие рабочей точки, то есть 
точки пересечения дисперсионной характеристики рабочей волны (зависимость 
частоты  от продольного волнового числа ) и электронного пучка, 
представляющей собой прямую. Для выполнения условия черенковского 
синхронизма необходимо, чтобы фазовая скорость (дисперсионная кривая 
электронного пучка на рисунках 3) 

 

  

 

(где   релятивистская масса и масса покоя электрона соответственно) 
при изменении ускоряющего напряжения принимала значения: 

  

Отсюда видно, что для основной пространственной гармоники на частотах 
близких к критической  и обеспечение условия синхронизма в 
релятивистской ЛБВ невозможно.  

На рисунке 3 показано пересечение дисперсионных характеристик 
замедляющей системы и электронного пучка в рабочей точке в случае электронно-
волнового взаимодействия с основной пространственной гармоникой. 

 
Рис. 3. Положение рабочей точки на пересечении дисперсионных кривых 
рабочей волны (красная линия) и электронного пучка (синяя линия) при 

взаимодействии с 0-й пространственной гармоникой 
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1.2. Теорема Флоке 

В данном разделе приведены основные свойства периодических 
замедляющих систем (ЗС) без потерь. Типичная ЗС для релятивистской ЛБВ 
приведена на рисунке 1, которая основана на цилиндрическом волноводе с 
осесимметричной мелкой гофрировкой (амплитуда гофрировки мала в масштабе 
длины волны излучения) боковой поверхности с периодом . Будем 
рассматривать гармонические сигналы, тогда поле в такой системе в общем виде 
может быть представлено как [6]: 

. (4) 

Поскольку система периодична вдоль координаты , то для модуля поля в 
периодической ЗС справедливо соотношение: 

  

Следовательно, комплексные амплитуды полей могут отличаться на 
некоторый фазовый сдвиг  (   ̶ вещественная константа): 

  

Далее введем функцию: 

 (5) 

где , где  – сдвиг фазы поля на периоде системы . 
Легко показать, что эта функция является периодической по : 

 

 

Тогда из уравнения (5) следует, что 

  

Периодическая функция  может быть разложена в комплексный 
ряд Фурье как  

 
 

Подставляя это разложение в формулу (4) получаем соотношение для 
полного поля: 
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 (6) 

где постоянные распространения  
Таким образом, электромагнитное поле в периодической ЗС является 

суперпозицией неоднородных плоских волн (пространственных гармоник) с 
одинаковой частотой, но различными продольными волновыми числами и 
поперечными структурами. Соответствующие длины волн определяются как 

  

Эти волны называются пространственными гармониками.  
Из уравнения (6) фаза волны с индексом  равна  

 

Найдём её фазовую скорость. Фазовая скорость – это скорость перемещения 
поверхности постоянной фазы . Из этого равенства находим, что  

 

где - постоянная распространения 0-й (основной) гармоники. Тогда 

групповые скорости волн равны 

 

 
1.3. Свойства пространственных гармоник 

Рассмотрим здесь основные свойства пространственных гармоник. 
Электромагнитное поле каждой гармоники удовлетворяет уравнениям 
Максвелла, но, вообще говоря, не удовлетворяет граничным условиям. Только 
полное поле удовлетворяет граничным условиям. Соответственно, возбудить 
только одну гармонику невозможно, т. е. возбудив электронным пучком одну 
синхронную гармонику, мы возбудим сразу все гармоники. 

Рассмотрим теперь поперечную структуру поля гармоники . Для 
комплексных амплитуд полей волн можно записать следующие уравнения 
(уравнения Максвелла): 

, (7) 
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. 

Исключим из них магнитное поле  и учитывая, что волновод полый, 
получим для  волновое уравнение в виде: 

, (8) 

здесь  – оператор Лапласа, который в декартовой системе координат 
определяется как , . Комплексная амплитуда в 

соответствии с (6) определяется как  подставляя 
это выражение в уравнение (8) получаем следующее соотношение: 

(9) 

Заметим, что все величины в скобках не зависят от . Тогда умножим 
уравнение (9) на , где  - постоянная распространения -ой гармоники и 
затем проинтегрируем по  (в пределах одного периода структуры). Легко 
показать, что интеграл равен 0 во всех случаях, кроме случая . 

Соответственно, получаем уравнение для : 

(10) 

Рассмотрим теперь для простоты одномерный случай, когда система 
безгранична в направлении  и от этой координаты отсутствует зависимость всех 
величин. Тогда уравнение (10) преобразуется к виду 

(11) 

Это обыкновенное линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка с 
постоянными коэффициентами и вид решения зависит от знака скобки . 
Замедление в ЛБВ . Значит  
Следовательно, решение нашего уравнения: . Т. е. 
амплитуда пространственной гармоники экспоненциально убывает по мере 
удаления от замедляющей системы. Это говорит о том, что пространственные 
гармоники – поверхностные волны. А т. к.  то, чем больше n, тем 
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сильнее волна прижата к замедляющей системе (при фиксированном периоде). Из 
необходимого условия сходимости ряда (6) следует, что с ростом номера 
гармоники n амплитуды членов ряда непосредственно у поверхности 
замедляющей системы y = 0 спадают.  

Из рисунка 4 видно, что при использовании пространственных гармоник с 
n ≥ 1 для эффективного электронно-волнового взаимодействия в ЛБВ необходимо 
проводить электронный поток очень близко к замедляющей системе, что 
приводит к ограничению тока пучка и сложности юстировки электронно-
оптической системы, особенно при работе в коротковолновых диапазонах частот. 

Замедленная длина волны выражается через длину волны  в свободном 
пространстве как 

(12) 

где  замедление (  – релятивистский масс-фактор, т. е. 

отношение массы частицы к массе покоя). Видно, что указанные выше трудности 
тем больше, чем меньше ускоряющее напряжение .  

 
Рис. 4. Зависимость амплитуд пространственных гармоник 

от поперечной координаты y 

Исторически первыми появились нерелятивистские ЛБВ с ускоряющим 
напряжением несколько кВ и замедлением . В настоящее время в связи с 
появлением сильноточных ускорителей заряженных частиц успешно 
разрабатываются и применяются релятивистские ЛБВ. В частности, импульсная 
мощность таких приборов достигает уровня десятков мегаватт в миллиметровом 
диапазоне длин волн при длительности импульса  наносекунд. В 
таких системах электроны движутся со скоростью, близкой к скорости света, что 
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позволяет использовать малые величины замедления . В результате поле 
меньше прижимается к замедляющей системе, что делает менее жесткими 
требования к юстировке и толщине пучка. Упрощается и конструкция 
замедляющей системы, которую в этом случае можно делать более 
крупномасштабной (характерный размер ). На практике замедляющая 
система релятивистских ЛБВ выполняется обычно в виде отрезков слабо 
гофрированных волноводов (см. рисунок 1) и используется взаимодействие с 
основной пространственной гармоникой (как и будет рассмотрено далее). В этом 
случае масштаб спадания поля определяется как . 

Рассмотрим сначала наиболее простую теорию релятивистской ЛБВ, что 
позволяет более наглядно и просто описать как процессы группировки электронов 
в поле бегущей волны, так и провести элементарные оценки оптимальных 
параметров прибора. Для анализа основных особенностей работы сделаем 
следующие упрощающие предположения: 

1. Электрическое поле слабо меняется на поперечном размере пучка  
2. Движение электронов одномерное. 
3. Влияние пространственного заряда на параметры пучка пренебрежимо 

мало. 
4. Ускоряющие напряжения настолько велики, что , а 

релятивистский масс-фактор   
5. Наконец, будем предполагать, что амплитуда поля  бегущей волны не 

зависит от продольной координаты. Как известно, в линейном 
приближении поле бегущей волны экспоненциально нарастает вдоль 
замедляющей системы. Однако, если коэффициент усиления волны за 
один проход вдоль системы мал, а коэффициенты отражения от концов 
замедляющей системы , то распределение поля в лампе близко к 
полю стоячей волны. Последнее можно представить в виде суммы двух 
бегущих волн постоянной амплитуды (попутной и встречной), причем в 
силу условий синхронизма (3) электроны взаимодействуют только с 
попутной волной. На практике такая ситуация реализуется в так 
называемой резонансной ЛБВ. Амплитуда поля  определяется 
балансом между энергией, вносимой в замедляющую систему 
электронным потоком и энергией, выводимой высокочастотным полем 
(вывод в нагрузку, потери на омический нагрев за счет скин-эффекта и 
прочие потери). 

Таким образом, в этом случае наша задача свелась к исследованию 
продольного движения релятивистского потока электронов в поле бегущей волны 
постоянной амплитуды . 

1.4. Оценка оптимальных параметров 

Определим теперь, основываясь на качественных соображениях, область 
параметров, благоприятную с точки зрения достижения высоких КПД. Иначе 
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говоря, найдем условия, при которых электроны, образующие на входе в рабочее 
пространство стационарный поток, под действием волны изменят свою скорость 
и соберутся в компактные сгустки, локализованные в тормозящей фазе поля, 
которые при последующем торможении отдадут свою энергию волне. 

Взаимодействие электрона с волной в замедляющей системе длиной 
сохраняет синхронный характер в течение длительного времени  если 

фазовое смещение электрона относительно волны  

 (13) 

Фазовое смещение  может быть обусловлено двумя причинами: 
1. кинематической  существующей уже в начальный момент отстройкой 

фазовой скорости волны от скорости электрона; 
2. динамической  происходящим под действием волны изменением 

продольной скорости  вследствие приращения энергии. 
Каждое из этих смещений согласно (13) должно быть порядка .  
Кинематическое смещение: 

  

отсюда  

 (14) 

Динамическое смещение: 

  

тогда  

 (15) 

Изменение кинетической энергии электрона равно работе волны над 
электроном:  

 (16) 

Изменение скорости электронов можно определить из соотношения: 
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 (17) 

которое получается из равенства: 

 

(18) 

 

Если продифференцировать обе части (18), получаем: 

  

где (  энергия покоя электрона). 
Для доли относительной энергии, которую при выполнении условий (14) и 

(15) электроны в среднем отдают волне, справедлива оценка: 

 (19) 

Чтобы величина параметра , имеющего смысл КПД взаимодействия 
электромагнитной волны с электронным потоком, составляла порядка единицы, 
необходимо 

 (20) 

Подставляя (20) в (17), имеем: 

 (21) 

Из (21) и (15) получим: 

 (22) 

Тогда из (14) и (22) получаем: 
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А из (16) и (22) получаем выражение для так называемого ускорительного 
параметра волны: 

  

Таким образом, оценки показывают, что оптимальные параметры должны 
удовлетворять следующим соотношениям: 

   (23) 
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2. Основные уравнения нелинейной теории ЛБВ 

2.1. Простейшая теория ЛБВ с фиксированной структурой 
высокочастотного поля 

Согласно упрощенным предположениям, приведенным в разделе 1.3, наша 
задача свелась к исследованию движения релятивистских электронов в поле 
бегущей волны постоянной амплитуды, которое мы будем ниже считать равным:  

 (24) 

здесь  – продольная координата,  – постоянная распространения. Заметим, 
что здесь для удобства записи дальнейших уравнений при записи поля волны (24) 
начало отсчета фазы электрона относительно волны выбрано равным 3π/2. В 
результате в продольной компоненте поля, отвечающей за группировку частиц, 
входит синус с обратным знаком, вместо косинуса, используемого далее в 
разделе 2.2. При релятивистских скоростях электронов удобнее пользоваться 
относительной энергией электрона , равной отношению энергии электрона 

 к энергии покоя . Из закона сохранения энергии: 

 (25) 

Тогда изменение энергии электрона под действием поля: 

 

Обозначим через  – фазу электрона относительно 
высокочастотного поля.  

Изменение фазы запишется как 

 

Таким образом, мы получили два уравнения: 

 (26) 

 (27) 

Будем полагать, что энергия электронов: 
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, (28) 

где – энергия частицы на входе в систему,  – относительное изменение 
энергии под действием поля. 

Выразим через  и  величину , считая  малым: 

 

Подставляя теперь это выражение в (27), получаем: 

 

Преобразуем последнее уравнение так, чтобы коэффициент при  был равен 
единице и введем безразмерную длину: 

,  (29) 

и безразмерную расстройку синхронизма: 

 (30) 

Тогда уравнение для фазы приводится к виду: 

 (31) 

Подставляя теперь (28) в (26) и переходя к безразмерной длине  получаем, 
что (26) преобразуется к виду:  

 (32) 

где 
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 (33) 

К уравнениям (31) и (32) необходимо добавить еще граничные условия. 
Будем считать пучок на входе ( ) стационарным и моноэнергетичным. Тогда 
граничные условия запишутся в виде:  

 

 

Найдем теперь выражение для электронного КПД . Последний можно 
определить как усредненное по начальным фазам  отношение приращения 
энергии в некоторой плоскости к первоначальной энергии электрона: 

 (34) 

Из (34) и (28) получим:  

 (35) 

Оценим оптимальные величины введенных безразмерных параметров, 
учитывая, что  

Из (29) и (23) получаем: 

 

следовательно, . 
Для расстройки  имеем: 

 

Тогда, учитывая (23), получаем  
Безразмерная амплитуда поля: 
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Сравнивая это выражение с (23), получаем . 
Уравнения (31) и (32) можно еще больше упростить, если произвести 

замену: 

    (36) 

Тогда (31) и (32) приводятся к виду, зависящему только от одного 
безразмерного параметра  новой расстройки синхронизма : 

 
(37) 

 

C начальными условиями: 

  (38) 

Тогда электронный КПД выражается как 

 (39) 

где  – так называемый приведенный электронный КПД равный  

 (40) 

Используя полученные выше оценки оптимальных параметров, получаем, 
что в новых переменных:  

 

(41) 
 

Повторным дифференцированием первого из уравнений (37) и 
подстановкой во второе наша система сводится к одному уравнению второго 
порядка:  

 (42) 

совпадающему по форме с уравнением колебаний физического маятника. 
Уравнение (42) имеет первый интеграл, который с учетом начальных условий (38) 
можно записать как 
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 (43) 

Уравнение (43) позволяет нарисовать фазовый портрет системы (42), 
качественный вид которого изображен на рисунке 5. 

 

Рис. 5. Фазовый портрет системы (42). 
Точкой обозначено дифференцирование по продольной координате  

 

2.2. Самосогласованная модель электронно-волнового взаимодействия 
Приведенная в разделе 2.1 модель годится только для наглядного описания 

процессов группировки и предварительной оценки оптимальных параметров ЛБВ 
(см. раздел 1.4). Однако, в реальных приборах высокочастотное поле является 
сильно неоднородным, кроме того, сам электронный пучок может менять 
свойства электромагнитной волны. Потому, необходимо построение более 
сложных моделей электронно-волнового взаимодействия, учитывающих 
вышеуказанные особенности. 

Предположим, что бесконечно тонкий трубчатый моноскоростной 
электронный пучок, аналогично рассмотренному в разделе 2.1 движется в 
замедляющей системе цилиндрической геометрии и имеет только продольную 
составляющую скорости близкую к скорости света. Радиус замедляющей системы 
выбирается таким образом, чтобы в рабочем диапазоне частот была только одна 
распространяющаяся волна  типа (соответственно радиус замедляющей 
системы – меньше длины волны). Рассмотрим случай, когда электронный пучок 
синхронно взаимодействует с попутной волной в условиях синхронизма с 0 - ой 
(основной) пространственной гармоникой. Тогда действующее продольное 
электрическое поле можно записать в следующем виде: 
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(44) 

 

где  – номер волноводной моды, соответствующий низшей моде волновода  
типа,  – коэффициент возбуждения моды. 

Для описания процесса электронно-волнового взаимодействия удобно 
рассматривать уравнения для энергии электронов и фазы относительно 
синхронной волны.  

Как известно из курса общей физики изменение работы , совершаемой над 
частицей определяется как 

 
(45) 

 

Тогда в одномерном случае:  

 (46) 

Отсюда, переходя от Лагранжевого описания к Эйлеровому, т. е. к 
производной по продольной координате , получим: 

 (47) 

где энергия связана с релятивистским фактором как  
С учетом теоремы Флоке (см. раздел 1.2) преобразуем первое уравнение (47) 

к виду:  

 
(48) 

где, в общем случае  – фаза электрона относительно 
синхронной гармоники поля, всеми остальными гармониками мы будем 
пренебрегать. Далее, как говорилось ранее, ограничимся рассмотрением 
взаимодействия только с нулевой пространственной гармоникой ( ), 
наименее прижатой к замедляющей системе и обладающей максимальной связью 
с электронным потоком. Для более удобного описания процесса группировки 
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перейдем к уравнению фазы. Продифференцируем  по , получим, 
что . Таким образом, подставляя в это выражение второе уравнение 
системы (47) приходим к уравнениям для энергии и фазы: 

 (49) 

с граничными условиями:  

  (50) 

где  - энергия электронов на входе в пространство взаимодействия. 
Уравнения (44)-(49) содержат неизвестный коэффициент  – 

коэффициент возбуждения моды, который может быть найден из теории 
возбуждения волноводов [7]. Согласно этой теории, уравнение возбуждения 
цилиндрического волновода трубчатым высокочастотным током:  

  (51) 

где конвекционный ток на частоте  равен 

 – норма моды, определяемая как 

  

 – мощность, переносимая волной s – го типа. 
Используя формализм  – дельта-функции запишем плотность тока 

трубчатого электронного пучка следующим образом: 

 (52) 

где  – полный ток электронного пучка,  – радиус пучка. Однако, нам 
необходимо определить спектральную компоненту высокочастотного тока на 
рабочей частоте . Для этого используем закон сохранения заряда [6, 7], который 
можно пояснить следующим образом.  

Пусть группа электронов с плотностью тока  проходит начало 
пространства взаимодействия за время . И далее та же группа 
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электронов пролетает произвольное сечение  с плотностью тока  за 
интервал времени  (рисунок 6). Очевидно, что заряд этой группы в этих 
сечениях сохраняется, т. е. 

 (53) 
 

 
Рис. 6. Иллюстрация к закону сохранения заряда 

Поскольку высокочастотный ток является периодической (но в общем 
случае негармонической) функцией времени, разложим его в ряд Фурье 

 

(54) 

 

где  – номер гармоники тока. Подставляя в последнее выражение закон 
сохранения заряда и ток, определенный по формуле (52), а также ограничиваясь 
только первой гармоникой тока получаем 

 (55) 

Вычисляем фактор возбуждения: 

 
(56) 

С учетом теоремы Флоке 
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(57) 

 

и того обстоятельства, что будем рассматривать для простоты рабочую 
азимутально-симметричную волну  типа, получаем уравнение возбуждения в 
виде: 

 (58) 

Здесь , тогда  

 (59) 

В итоге самосогласованная система уравнений принимает вид: 

 

(60)  

 

c граничными условиями:  

   (61) 

В рассматриваемой системе «электронный пучок-волна» выполняется закон 
сохранения энергии. Умножим левую и правую части уравнения возбуждения (60) 
на  и получим: 

 (62) 

Теперь преобразуем уравнение для энергии (60) к следующему виду 

 (63) 
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Тогда, очевидно, получаем, что 

 (64) 

где – мощность, переносимая волной s – го типа. 
Для численного решения систему уравнений (60) удобно привести к 

безразмерному виду с минимальным количеством параметров. Удобно выполнить 
следующую замену переменных:  

  

 

 

 

 

(65) 

где  – корень функции Бесселя для соответствующей рабочей моды. 
Тогда уравнения (60) представляются в следующем виде:  

 (66) 

где  

   

приближение малого изменения энергии частиц, 
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здесь  – параметр инерционной группировки, отвечающий за группировку 
частиц по фазам при изменении их энергии.  

Граничные условия к уравнениям (66) записываются следующим образом: 

  (67) 

Первое уравнение системы (66) описывает самосогласованное 
распределение комплексной амплитуды высокочастотного поля вдоль 
пространства взаимодействия. Остальные уравнения системы (66) описывают 
изменение энергии и фазы электронов относительно волны в этом поле. 

В новых переменных закон сохранения энергии записывается в более 
простой форме: 

 (68) 

где  – входная мощность,  – электронный КПД. 

  

  

  

Отметим, что система (66) записана в наглядных физических переменных. 
Однако для окончательного исследования она может быть сведена к 
минимальному количеству параметров: 

 (69) 

где ,   
Закон сохранения энергии в системе волна-электронный пучок в этих 

переменных будет выглядеть аналогичным образом: 

 (70) 
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3. Методика численного моделирования 

3.1. Интегрирование уравнений с фиксированной структурой 
высокочастотного поля 

Согласно разделу 2.1 движение каждого электрона описывается 
уравнениями (37) с начальными условиями (38). При этом для строгого описания 
процесса взаимодействия электронного потока с полем волны необходимо решить 
уравнения (37) с начальными фазами , то есть с бесконечным числом частиц, 
что практически невозможно. Поэтому при численном моделировании весь поток 
вместо бесконечного числа частиц разбивается на  частиц (производится так 
называемая дискретизация исходной задачи), начальные фазы которых 
равномерно распределены внутри интервала 0, 2  и находятся из выражения:  

 , (71) 

(при  мы получим наше исходное непрерывное распределение). 
Погрешность от такой замены и необходимое число частиц  обычно находят, 
сравнивая результаты моделирования с разным числом частиц  

Таким образом, для моделирования процесса взаимодействия нам 
необходимо решить  обыкновенных дифференциальных уравнений движения 
частиц: 

 
(72) 

 

с начальными фазами (71). Известно много методов решения систем 
дифференциальных уравнений первого порядка, к которым относится система 
(72).  

Поскольку, правые части уравнений (72) имеют достаточно простой вид и 
позволяют легко аналитически вычислить производные высоких порядков, то для 
решения системы (72) можно использовать представление  и 

 в виде отрезков ряда Тейлора относительно некоторой точки  Ниже 
использован метод рядов Тейлора 4-ого порядка, согласно которому: 

 (73) 

 



30 
 

Величины соответствующих производных находятся дифференцированием 
уравнений движения (37): 

 
(74) 

 

Шаг интегрирования уравнений движения  определяется допустимой 
погрешностью решения и, очевидно, должен быть существенно меньше масштаба 
изменения правой части уравнения движения. При не очень высоких КПД: 

 

Характерный масштаб изменения синуса , следовательно, для  
должно выполняться неравенство  Тогда, учитывая, что  
(см. (41)) получаем, что безразмерный шаг необходимо выбирать .  

3.2. Метод крупных частиц для решения самосогласованной модели с 
нефиксированной структурой поля 

Приведем здесь методику решения системы (66), описывающей электронно-
волновое взаимодействия с учетом нефиксированности электромагнитного поля, 
т. е. изменения структуры высокочастотного поля под влиянием 
высокочастотного тока электронного пучка в процессе группировки. Аналогично 
разделу 3.1 пучок электронов разбивается на конечное число макрочастиц  с 
разными начальными фазами равномерно-распределенными в интервале 

 и одинаковыми начальными энергиями подобно 
соотношениям (61). Однако, в отличие от предыдущего раздела 3.1 правые части 
уравнений для энергий и фаз частиц зависят от неизвестной амплитуды 
высокочастотного поля. Уравнение для этой комплексной амплитуды поля 
представляет собой уравнение возбуждения, правая часть которого зависит от 
решения уравнений движения электронов (уравнений для энергий и фаз). 
Соответственно, рассматриваемая самосогласованная система уравнений 
представляет собой классическую задачу Коши, которая может быть решена 
различными хорошо изученными методами.  

Ниже для решения системы (66) выбран один из самых простых и известных 
методов – метод Рунге-Кутта 4-го порядка [8 – 11]. Заменяя интеграл в правой 
части уравнения для поля на сумму по макрочастицам, исследуемую систему 
уравнений можно представить в следующей удобной для моделирования форме: 
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 (75) 

где , ,  являются задаваемыми параметрами системы. Таким образом, задача 
сводится к решению системы  уравнений, где  – число макрочастиц. 
Строго говоря, уравнения для энергии и фазы нужно решать для каждого 
электрона. Однако в этом случае количество уравнений достигает 109 – 1010 и 
больше. В то же время, интуитивно понятно, что близко расположенные 
электроны (на расстояниях много меньше замедленной длины волны) ведут себя 
практически одинаково. Поэтому, такие частицы можно объединить в группы (так 
называемые макрочастицы или крупные частицы) и ограничиться рассмотрением 
движения только этих групп. В результате количество уравнений может быть 
сокращено до нескольких тысяч или даже сотен. 

Как и в разделе 3.1, для численного решения системы уравнений 
необходимо сделать оценку на максимальный шаг интегрирования. Поскольку в 
правую часть уравнений входит синусоидальная зависимость от искомых 
функций, то соответствующий шаг  можно определить по масштабу изменения 
соответствующей функции. На начальной стадии процесса группировки фазу 
можно оценить как: . Эта фаза влияет на распределение частиц по 
энергиям и на распределение поля по закону: . Поэтому, максимальный шаг 
интегрирования должен быть много меньше масштаба изменения этих функций, 
т. е. . Кроме того, для контроля точности вычислений необходимо 
использовать закон сохранения энергии в системе волна-электронный пучок (68) 
и минимизировать соответствующую относительную ошибку. 

В качестве граничных условий для амплитуды высокочастотного поля в 
дополнение к уравнениям для энергии и фазы частиц задается входная амплитуда 
усиливаемой волны. Значение квадрата этой амплитуды пропорционально 
мощности, подаваемой на вход усилителя. Из закона сохранения энергии следует, 
что электронный КПД и, соответственно, нормированная мощность в 
оптимальном режиме составляют ~ 1. Таким образом, для описания линейных и 
нелинейных режимов усиления при достаточно большой длине пространства 
взаимодействия значение амплитуды на входе в пространство взаимодействия 
должно выбираться существенно меньше этой величины (  0.1).  
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4. Описание программ моделирования с использованием алгоритма 
параллельных вычислений OpenMP 

4.1. Алгоритм и реализация программы на языке С++ для 
моделирования ЛБВ на основе простейшей модели 

Блок схема программы, реализующей описанный в разделе 3.1 алгоритм, 
приведена на рисунке 7. 

 

Рис. 7. Блок-схема исполняющей программы 

Ввод размерных данных 
( , , ) 

Нормирование входных данных 
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    <  
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Да 
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Здесь и далее приняты следующие обозначения: 
   период замедляющей системы (ЗС), 
  = λ  длины волны в свободном пространстве, 
   ускоряющее напряжение и амплитуда ВЧ поля, 
 ,   соответственно размерные шаг интегрирования и длина ЗС, 
   число частиц, 
 , ,   безразмерные расстройка синхронизма, длина ЗС и шаг 
интегрирования, 

   текущий приведенный КПД, который рассчитывается по формуле 
(40) с использованием простейшей формулы прямоугольников, 

   максимальная ошибка на шаге интегрирования, равная 
нормированной на максимальное значение первого интеграла разности 
между текущим  и начальным  значением: 

 (76) 

где  текущее значение первого интеграла, равное: 

 (77) 

 точное значение этого интеграла   ого электрона, равное: 

 (78) 

Работа программы происходит следующим образом. Пользователем 
вводятся размерные начальные данные  в главное 
диалоговое окно, изображенное на рисунке 8.  

Значения ,  фиксированы (указываются преподавателем) и при 
изменении  автоматически выводятся длины волн, соответствующие границам 
полосы пропускания волновода. Для величин , ,  и  существуют 
оптимальные значения, которые находятся в некоторых пределах (см. 
оценки (23)). Если пользователь вводит неверное значение, напротив 
соответствующей строки выводится предупреждение. В этом же окне можно 
посмотреть геометрические размеры волновода и его дисперсионную 
характеристику, соответственно нажав на кнопки «Конфигурация замедляющей 
системы» и «Дисперсионная характеристика волновода». 
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Рис. 8. Главное диалоговое окно программы моделирования 

После ввода всех данных и нажатия кнопки «Положение рабочей точки» на 
экране появляется дисперсионная характеристика волновода и электронного 
пучка, показанные на рисунке 9 (красная кривая и зеленая прямая 
соответственно). Здесь же пунктиром показано положение так называемого 
«светового конуса» . По пересечению дисперсионных кривых можно 
судить насколько правильно введена длина волны для определения ее фазовой 
скорости. Если вывелось предупреждение о неправильном вводе длины волны 
или требуется корректировка входных данных можно вернуться в главное окно по 
команде «Изменить параметры». 

 
Рис. 9. Нахождение рабочей точки по дисперсионной диаграмме 
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Если положение рабочей точки на дисперсионной кривой соответствует 
замедленной волне, то по команде «Запуск программы» мы осуществляем переход 
в рабочую область программы, где решается система уравнений (72) и выводятся 
зависимости электронного КПД и максимальной ошибки  на шаге 
интегрирования от размерной длины Z, а также отображается положение 
электронов относительно фазы СВЧ поля (см. рисунки 10 и 11). Фаза поля 
обозначена красным цветом.  

После того как программа закончила работу, выводится диалоговое окно 
«Выходные данные программы моделирования» в котором указывается 
экстремум электронного КПД на всей длине замедляющей системы (ЗС), 
максимальная ошибка интегрирования  и значение координаты, при которой 
достигается максимум или минимум КПД. Изображение рабочей области 
программы и вывод конечных данных приведены на рисунках 10  13. 

Так как мы решаем уравнения вида (72), то программа сначала комбинирует 
и переводит все размерные данные по формулам из раздела 2.1 в безразмерные 

, , ,  чтобы рассчитать начальные фазы, энергии частиц, значения 
первого интеграла  и коэффициенты , равные . Затем по 
формулам (73) и (40) находятся фазы и энергии частиц на очередном шаге 
интегрирования уравнения движения, при этом программа сразу же отображает 
положение (фазу) электронов на экране дисплея относительно периода 
высокочастотного поля, в который первоначально попали электроны. По формуле 
(76) определяется максимальная по всем электронам погрешность  и вместе с 
электронным КПД  выводится в соответствующие окна на экране. 
Программа заканчивает работу, когда . 

В качестве примера рассмотрим работу нашей программы при следующих 
входных данных:  = 1 см,  = 4 см,  = 500 кВ,  = 3 кВ/мм,  = 0.4 см, 

= 45 см,  = 32. Положение рабочей точки на дисперсионной характеристике и 
начальное положение электронов на входе в систему показаны на рисунках 9 и 10 
соответственно. 

 
Рис. 10. Начальное положение электронов: частицы равномерно распределены 

по фазам высокочастотного поля 
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При правильном выборе параметров можно увидеть образование 
электронных сгустков в тормозящей фазе, при этом КПД стремится к 
максимальному значению, что показано на рисунке 11.  

Если длина замедляющей системы становится слишком большой, то сгусток 
распадается и часть электронов переходят в ускоряющую область (рисунок 12). 
КПД начинает уменьшаться, и если еще увеличить длину замедляющей системы, 
то можно наблюдать осцилляцию КПД.  

Фаза электронов на выходе замедляющей системы и диалоговое окно с 
выходными данными представлены на рисунках 12 и 13. 

 
Рис. 11. Группировка электронов в тормозящей фазе (сверху показаны 

зависимости электронного КПД и ошибки интегрирования от продольной 
координаты) 

 

 
Рис. 12. Фаза электронов на выходе замедляющей системы (сверху показаны 

зависимости электронного КПД и ошибки интегрирования от продольной 
координаты) 
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Рис. 13. Диалоговое окно с выходными данными 

Описанная выше методика моделирования основана на методе крупных 
частиц. При этом число крупных частиц  может варьироваться от нескольких 
десятков до нескольких тысяч или даже десятков тысяч для получения решения 
задачи с заданной высокой точностью. Соответственно, время поиска 
оптимального варианта при указанных  может оказаться достаточно большим 
(см. ниже практическое задание). Поэтому эффективным подходом, 
сокращающим время моделирования, является распараллеливание вычислений 
[12]. В последнее время достигнут значительный прогресс в разработке 
многопроцессорных (многоядерных) вычислительных систем. Использование 
последних позволяет существенно сократить время вычислений. Как известно, в 
настоящее время наиболее распространенными стандартами параллельного 
программирования являются MPI и OpenMP. Преимуществом MPI является, в 
частности, возможность работы с очень большими объемами данных. Однако он 
характеризуется значительными затратами на обмен данными между 
процессорами, зависящими от скорости работы локальной сети, соединяющей 
отдельные вычислительные узлы. В рассмотренном нами выше алгоритме объем 
массивов данных невелик (он лишь в несколько раз превышает число ), а 
движение каждой частицы происходит независимо от других (основные 
вычислительны ресурсы при моделировании тратятся на интегрирование 
уравнений движения частиц (72), (73)). Поэтому доля межпроцессорных обменов 
очень мала. В результате более эффективным для нашей задачи будет 
использование многопроцессорных вычислительных систем с общей памятью на 
базе стандарта OpenMP, в которых обычно предполагается, что имеющиеся в 
составе системы процессоры обладают равной производительностью, являются 
равноправными при доступе к общей памяти, и время доступа к памяти является 
одинаковым. Подобные системы именуются симметричными 
мультипроцессорами. Перечисленному выше набору предположений 
удовлетворяют описанные выше многоядерные процессоры, в которых каждое 



38 
 

ядро представляет практически независимо функционирующее вычислительное 
устройство. 

4.2. Реализация высокопроизводительных вычислений на базе 
технологии OpenMP 

Согласно разделу 3.1, для численного моделирования взаимодействия 
ансамбля электронов с полем волны весь поток разбивается на  частиц 
(производится так называемая дискретизация задачи). Далее необходимо решить 
уравнения движения (72) с начальными фазами  (71). 

Организация вычислений для многопроцессорных систем с общей памятью 
основана на разделении программы на отдельные части, которые могут 
выполняться независимо друг от друга. Чтобы указать, какие части программы 
будут выполняться параллельно, используют специальные команды или 
комментарии, которые обрабатываются перед началом компиляции программы с 
помощью препроцессора. Препроцессор заменяет специальные команды на 
дополнительный код, который обращается к процедурам параллельной 
библиотеки. 

Этот подход лежит в основе технологии OpenMP, которая широко 
применяется для организации параллельных вычислений на многопроцессорных 
системах с общей памятью. В этой технологии последовательный исполняемый 
код можно разделить на несколько потоков (threads). Эти потоки могут 
выполняться на разных процессорах вычислительной системы. В результате 
программа состоит из последовательно и параллельно исполняемых участков 
кода. 

Основные достоинства технологии OpenMP следующие: 
 Технология OpenMP позволяет эффективно реализовать возможности 

многопроцессорных вычислительных систем с общей памятью. Она позволяет 
потокам работать с общими данными без передачи информации между 
процессорами. 

 Для распараллеливания сравнительно простых последовательных 
программ, как правило, достаточно включить в последовательную программу 
всего лишь несколько директив OpenMP. 

 Технология OpenMP обеспечивает возможность поэтапной 
разработки параллельной программы – директивы OpenMP могут добавляться в 
последовательную программу постепенно. Уже на ранних этапах разработки 
можно оценить, насколько хорошо работает распараллеливание. Это упрощает 
работу с программой: её легче сопровождать, развивать и улучшать. 

 OpenMP помогает легко организовать кроссплатформенные 
вычисления (организованные на различных операционных системах и языках).  

Остановимся теперь на алгоритме параллельной реализации описанного 
выше (см. раздел 4.1) алгоритма моделирования. Соответствующая блок-схема 
OpenMP кода представлена на рисунке 14. Пусть в нашем распоряжении 
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находится p процессоров (потоков), где  в общем случае не кратно числу 
моделируемых частиц . Тогда после ввода данных, их обезразмеривания и 
вычисления констант, общих для всех уравнений движения, каждому из 
процессоров с номером  назначается задача интегрирования 

 (  – округление до целого числа) уравнений 
движения частиц с номерами соответственно от  до 

. Последнему p – ому процессору число частиц для 
вычислений будет , поэтому вычислительная нагрузка на него 
будет меньше. Таким образом необходимо организовать синхронизацию 
вычислительных процессов. Всего в OpenMP существует шесть типов 
синхронизации: 

 critical; 
 atomic; 
 barrier; 
 master; 
 ordered; 
 flush. 

Синхронизация типа atomic определяет переменную в левой части 
оператора присваивания, которая должна корректно обновляться несколькими 
потоками. В этом случае происходит предотвращение прерывания доступа, 
чтения и записи данных, находящихся в общей памяти, со стороны других 
потоков. Для задания этого типа синхронизации в OpenMP в программах, 
написанных на языке C/C++, используется следующая директива: 

#pragma omp atomic 
<операторы программы> 

Синхронизация типа critical используется для описания структурных 
блоков, выполняющихся только в одном потоке из всего набора параллельных 
потоков. Для задания этого типа синхронизации в OpenMP в программах, 
написанных на языке C/C++, используется следующая директива: 

#pragma omp critical [ name ] 
<структурный блок программы> 

Синхронизация типа barrier устанавливает режим ожидания завершения 
работы всех запущенных в программе параллельных потоков при достижении 
точки barrier. Для задания синхронизации типа barrier в OpenMP в 
программах, написанных на языке C/C++, используется следующая директива: 

#pragma omp barrier 
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Синхронизация типа master используется для определения структурного 
блока программы, который будет выполняться исключительно в главном потоке 
(параллельном потоке с нулевым номером) из всего набора параллельных 
потоков. Этот структурный блок следует за директивой в программах, 
написанных на языке C/C++. 

#pragma omp master 

Синхронизация типа ordered используется для определения потоков в 
параллельной области программы, которые выполняются в порядке, 
соответствующем последовательной версии программы. В программах на языке 
C/C++ синхронизация типа ordered описывается следующим образом: 

#pragma omp ordered 
<структурный блок> 

Синхронизация типа flush используется для обновления значений 
локальных переменных, перечисленных в качестве аргументов этой команды, в 
оперативной памяти. После выполнения этой директивы все переменные, 
перечисленные в этой директиве, имеют одно и то же значение для всех 
параллельных потоков. В программах на языке C/C++ синхронизация типа flush 
описывается следующим образом: 

#pragma omp flush(var1, [var2, [..., varN ]]) 

После окончания всех процессорных вычислений поток с номером  
обрабатывает результаты расчета и по массивам  
обрабатывает полученные характеристики, вычисляет ошибки интегрирования и 
производит визуализацию результатов расчета.  

 
Рис.14. Блок-схема распараллеливания алгоритма. M– номер процессора 
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Сначала рассмотрим реализацию основного цикла программы, 
осуществляющего расчет величин x1 и x2 без использования параллельных 
вычислений. Фрагмент кода (листинг 1), реализующего инициализацию 
переменных, представлен ниже. 

Листинг 1. Фрагмент кода инициализации начальных параметров 
1|    // цикл для каждой моделируемой частицы 
2|    for (int j = 0; j < Ne; j++) 
3|    { 
4|        // расчет начальной фазы с равномерным распределением 
5|        x1[j] = 2*M_PI*(j+1-0.5)/Ne; 
6|        x2[j] = 0.0; 
7|        // расчет точного значения интеграла энергии по (78) 
8|        r1[j] = d*d + 2* cos(x1[j]); 
9|    } 

Для каждой моделируемой частицы начальное значение x1 (строка 5) 
задается равномерно распределенным в диапазоне от 0 до 2π, а начальное 
значение x2 (строка 6) задается равным нулю для всех частиц. Также в рамках 
процедуры инициализации, с помощью выражения (78), рассчитывается точное 
значение интеграла энергии (строка 8). 

Фрагмент последовательного кода (листинг 2), в котором реализованы два 
основных цикла программы, представлен ниже. 

Листинг 2. Фрагмент кода основных циклов программы 

 1|    // цикл для каждой точки пространства z 
 2|    for (int i = 0; i < Nz; i++) 
 3|    { 
 4|        W = 0; 
 5|        // цикл для каждой моделируемой частицы 
 6|        for (int j = 0; j < Ne; j++) 
 7|        { 
 8|            // расчет коэффициентов в соответствии с (74) 
 9|            b = cos(x1[j]); 
10|            c = sin(x1[j]); 
11|            v1 = x2[j] - d; 
12|            v2 = c; 
13|            v3 = b*v1; 
14|            v4 = b - v1*v1; 
15|            // расчет х1 и х2 в соответствии с (73) 
16|            x1[j] = x1[j] + dz*v1 + pow(dz,2)*v2/2 + pow(dz,3)*v3/6 + pow(dz,4)*v4*c/24; 
17|            x2[j] = x2[j] + dz*v2 + pow(dz,2)*v3/2 + pow(dz,3)*v4*c/6; 
18|            // расчет приведенного КПД 
19|            W = W + x2[j]; 
20|            // расчет текущего значения первого интеграла (77) 
21|            r[j] = (x2[j] - d)*(x2[j] - d) + 2* cos(x1[j]); 
22|            // расчет ошибки на текущем шаге по (76) 
23|            r2[j] = fabs(r[j] - r1[j])/(2 + d*d); 
24|        } 
25|    // расчет КПД 
26|    W = W/Ne; 
27|    // расчет максимальной ошибки 
28|    auto r2max_it = std::max_element(r2.begin(), r2.end()); 
29|    r2max = *r2max_it; 
30|    } 
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Внутренний цикл фрагмента кода (строки 6 – 24) выполняет расчет для 
каждой моделируемой частицы для заданной точки в пространстве, положение 
которой определяется внешним циклом (строки 2 – 30). В соответствии с 
формулами (74) рассчитываются промежуточные коэффициенты b, c, v1, v2, 
v3, v4 (строки 9 – 14). Затем в соответствии с формулами (73) вычисляются 
значения x1, x2 (строки 16 – 17) и приведенный КПД вместе с интегралом 
энергии для каждой частицы (строки 19 и 21). Так как для решаемой задачи 
известно точное значение интеграла энергии, то для каждой частицы 
производится оценка ошибки моделирования (строка 23). 

По результатам выполнения внутреннего цикла программы происходит 
расчет КПД и максимальной ошибки (строки 26 и 27), которые являются 
выходными данными программы. 

Далее рассмотрим технологию использования параллельных вычислений 
OpenMP. Очевидно, что внутренний цикл (строки 6 – 24) выполняет одни и те же 
операции на каждой итерации. Поэтому в этом случае может быть эффективно 
использована технология OpenMP для реализации параллельных потоков. Для 
инициализации этой процедуры необходимо задать число потоков с помощью 
следующей команды: 

omp_set_num_threads(Nthreads). 

Как правило, число потоков выбирается исходя из возможностей 
центрального процессора вычислительной машины, на которой планируется 
осуществлять расчеты. В настоящее время современные процессоры в 
большинстве своем являются многоядерными системами, каждое ядро которой 
способно запускать одновременно несколько потоков. Соответственно, 
вышеуказанный цикл (строки 6 – 24) в коде можно определить директивой 
parallel несколькими способами. Первый из них заключается в использовании 
критической секции (листинг 3): 

Листинг 3. Фрагмент кода внутреннего цикла с распараллеливанием и 
критической секцией 

 
        #pragma omp parallel for shared(x1,x2,r,r2,W) private(j,b,c,v1,v2,v3,v4)  
        for (int j = 0; j < Ne; j++) 
        { 
 
          Фрагмент последовательного кода (строки 8-18) 
 
        #pragma omp critical 
        W = W + x2[j]; 
 
   Фрагмент последовательного кода (строки 20-23) 
 
        } 
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Переменные b,c,v1,v2,v3,v4 отнесены к классу переменных, которые 
создаются локально для каждого потока с помощью директивы private. 
Остальные переменные x1,x2,r,r2 являются общими для всех потоков, что 
определяется с помощью директивы shared. Кроме того, во внутреннем цикле 
необходимо указать критическую секцию, связанную с переменной W, так как она 
является величиной, зависящей от элементов массива x2. В данном случае 
использовалась директива critical, чтобы данный фрагмент кода (строка 19) 
исполнялся только одним потоком.  

Общим недостатком рассматриваемого параллельного алгоритма, 
замедляющим выполнение расчетов, является использование критической 
секции. Таким образом, в нашем случае более эффективно использование 
операции редукции. Фрагмент кода с использованием редукции представлен ниже 
(листинг 4). 

Листинг 4. Фрагмент кода внутреннего цикла с распараллеливанием и 
редукцией 

        #pragma omp parallel for shared(x1,x2,r,r2) private(b,c,v1,v2,v3,v4) reduction(+:W) 
        for (int j = 0; j < Ne; j++) 
        { 
 
          Фрагмент последовательного кода (строки 4-23) 
 
        } 

Редукция подразумевает определение для каждого потока частной 
переменной для вычисления промежуточного результата и автоматическое 
выполнение операции «слияния» промежуточных результатов. Для операции 
сложения, используемой для вычисления энергии, начальное значение 
переменной  для всех потоков будет установлено равным нулю, поэтому 
итоговое значение после суммирования этих результатов не будет зависеть от 
порядка выполнения потоков. 

Конструкция параллельного цикла for неявно завершится барьерной 
синхронизацией. В конце параллельного цикла происходит неявная барьерная 
синхронизация параллельно работающих потоков: их дальнейшее выполнение 
происходит только тогда, когда все они достигнут данной точки. Данное условие 
необходимо для корректного расчета КПД и максимальной ошибки. 

Следует отметить, что использование директивы редукции применяется 
лишь для ограниченного числа арифметических операций (сложение, вычитание 
и т.д.). В более общих случаях для организации параллельных вычислений 
необходимо применение критической секции. 

Таким образом, для рассматриваемой системы уравнений OpenMP 
позволяет реализовать параллельные высокопроизводительные вычисления с 
использованием всего одной специализированной директивы. Полный текст 
программы представлен в приложении 2. 
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Следует отметить, что технологию OpenMP целесообразно использовать 
для достаточно большого числа моделируемых макрочастиц. Это связано с тем, 
что при компиляции параллельной программы компилятор создает 
дополнительные процедуры, на выполнение которой также требуется 
процессорное время. Таким образом, для малого количества частиц несмотря на 
то, что «параллельный» участок кода будет выполняться быстрее, с учетом 
дополнительных процедур общее время выполнения вычислений возрастает. 

На рисунке 15 показаны типичные зависимости времени вычислений от 
числа частиц при различном количестве потоков центрального процессора. 
Максимальное количество потоков было выбрано 16, поскольку расчеты 
проводились на 8-ядерном персональном компьютере, для которого наибольшая 
эффективность одного ядра достигается при загрузке не более 2 - мя потоками. Из 
рисунка 15 видно, что увеличение числа потоков с 1 до 4 позволяет увеличить 
производительность в 4 раза. Однако, при дальнейшем росте количества потоков 
прирост производительности заметно падает. Это связано со вторым законом 
Амдала [13], смысл которого заключается в том, что не все участки кода возможно 
распараллелить. 

 
Рис. 15. Зависимость времени вычислений от числа частиц и количества 

задействованных процессорных потоков 
 

4.3. Алгоритм и реализация программы на языке С++ для 
самосогласованной модели 

Для решения представленной системы дифференциальных уравнений 
предлагается воспользоваться методом Рунге-Кутты четвертого порядка [11]. 
Методы первого и второго порядка при фиксированной точности требуют 
использования мелких шагов интегрирования и неоправданно увеличивают общее 
время решения, а применение методов более высоких порядков приводит к 
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усложнению численных алгоритмов. Перепишем систему дифференциальных 
уравнений в следующем виде: 

 (79) 

В данной системе  уравнение: для каждой моделируемой частицы  
уравнений для энергии,  уравнений для фазы и одно уравнение для комплексной 
амплитуды поля. Тогда на каждом последующем шаге  по  решение 
системы уравнений (79) можно выразить следующим образом: 
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В качестве начального приближения  и  используются значения в 
соответствии с граничными условиями (67), а значение начальной амплитуды  
выбрано равным 0.01 (см. оценки на амплитуду в разделе 2). 

4.3.1. Описание программы моделирования 

Блок-схема алгоритма моделирования представлена на рисунке 16. 

Ввод исходных 
параметров

G, μ, Δ, L, N, Ne 

Задание начальных 
условий

Вычисление 
коэффициентов 

qi, ki
(j) и li

(j) 
по формулам (81)

Вычисление в zi 
аi, wi

(j) И θi
(j)

по формулам (80) 

zi < L
Да Нет Стоп

 
Рис. 16. Блок-схема алгоритма самосогласованной модели 

Основной цикл программы на языке С++, реализующий алгоритм решения 
системы уравнений, представлен в листинге 5. 

Первый оператор в этом блоке (строка 1) Реализует основной цикл решения 
системы уравнений.  

Работа алгоритма происходит следующим образом. Пользователем 
вводятся начальные данные . Затем задаются начальные условия 
для переменных  в соответствии с условиями (67) и для  в 
соответствии с оценками, представленными в разделе 2. После этого для каждой 



47 
 

точки  расчетной сетки сначала вычисляются коэффициенты  по 
формулам (81), а с их помощью и сами переменные  по формулам (80). 

4.3.2. OpenMP реализация алгоритма 

Необходимо отметить, что, так как метод Рунге-Кутты [11] является 
итерационным и значение в следующем узле зависит от текущего, невозможно 
реализовать распараллеливание по координате . Более того в пределах одной 
итерации для вычисления следующего коэффициента также требуется значение, 
полученное на предыдущей итерации. Поэтому использование параллельных 
вычислений возможно только в циклах, где происходят расчеты для независимых 
частиц. Фрагмент кода с использованием OpenMP представлены ниже 
(листинг 5). 

Листинг 5. Фрагмент кода main-функции основного цикла программы с 
использованием OpenMP 

 1|    for(int j = 0; j < n; j++) 
 2|    { 
 3|        // Вычисление первого коэффициента 
 4|        tmp_1 = 0.00; 
 5|        tmp_2 = 0.00; 
 6|        #pragma omp parallel for reduction(+:tmp_1, tmp_2) // используем редукцию чтобы 
синхронизовать суммирование 
 7|        for (int i = 0; i < ne; i++) 
 8|        { 
 9|            tmp_1 += cos(omega[i][j]); 
10|            tmp_2 -= sin(omega[i][j]); 
11|        } 
12|        q[0][0] = 2*G*tmp_1/ne; 
13|        q[0][1] = 2*G*tmp_2/ne; 
 
14|        #pragma omp parallel for 
15|        for (int i = 0; i < ne; i++) 
16|        { 
17|            k[i][0] = a[j][0] * cos(omega[i][j]) - a[j][1] * sin(omega[i][j]); 
18|            l[i][0] = del + mu*w[i][j]; 
19|        } 
 
20|        // Вычисление остальных коэффициентов 
21|        for (int b = 1; b < 4; b++) 
22|        { 
23|            tmp_1 = 0.00; 
24|            tmp_2 = 0.00; 
25|            #pragma omp parallel for reduction(+:tmp_1, tmp_2) // используем редукцию 
чтобы синхронизовать суммирование 
26|            for (int i = 0; i < ne; i++) 
27|            { 
28|                tmp_1 += cos(omega[i][j] + l[i][b-1]*h[b]); 
29|                tmp_2 -= sin(omega[i][j] + l[i][b-1]*h[b]); 
30|            } 
31|            q[b][0] = 2*G*tmp_1/ne; 
32|            q[b][1] = 2*G*tmp_2/ne; 
33|            #pragma omp parallel for 
34|            for (int i = 0; i < ne; i++) 
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35|            { 
36|                k[i][b] = (a[j][0] + q[b-1][0]*h[b])*cos(omega[i][j]+l[i][b-1]*h[b]) - 
(a[j][1] + q[b-1][1]*h[b])*sin(omega[i][j]+l[i][b-1]*h[b]); 
37|                l[i][b] = del + mu*w[i][j] + k[i][b-1]*h[b]; 
38|            } 
39|        } 
40|        // вычисление значений в следующих узлах 
41|        a[j+1][0] = a[j][0] + dz*(q[0][0]+2*q[1][0]+2*q[2][0]+q[3][0])/6; 
42|        a[j+1][1] = a[j][1] + dz*(q[0][1]+2*q[1][1]+2*q[2][1]+q[3][1])/6; 
43|        #pragma omp parallel for 
44|        for (int i = 0; i < ne; i++) 
45|        { 
46|            omega[i][j+1] = omega[i][j] + dz*(l[i][0]+2*l[i][1]+2*l[i][2]+l[i][3])/6; 
47|            w[i][j+1] = w[i][j] + dz*(k[i][0]+2*k[i][1]+2*k[i][2]+k[i][3])/6; 
48|        } 
49|    } 

Уравнение для амплитуды поля (79) является комплексным. Для простоты 
и большей наглядности далее все расчеты выполняются отдельно для 
действительной и мнимой части. Соответственно, коэффициенты  тоже являются 
комплексными. Для эффективной организации параллельных вычислений 
необходимо разделить расчет коэффициентов на первой и последующих 
итерациях. Соответственно, вычисление коэффициентов ( ) на первой 
итерации приведено в строках с 1 по 19, для которых используются два 
параллельных цикла for и директива reduction (строки 6 - 13). Второй 
параллельный цикл используется для вычисления  (строки 14 – 19) без 
необходимости использования синхронизации потоков с помощью редукции. 
Вычисление коэффициентов для последующих итераций организованы 
аналогичным образом (строки 21 – 39). 

Аналогичные расчеты времени исполнения программ в последовательном 
и параллельном вариантах представлены на рисунке 17. 

 
Рис. 17. Зависимость времени вычислений от числа частиц и количества 

задействованных потоков 
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5. Примеры результатов расчетов и физика процессов группировки 
частиц в ЛБВ 

Ниже рассмотрена нелинейная динамика ЛБВ и проанализированы 
наиболее типичные режимы усиления [14 – 20]. Здесь для более полного описания 
рассмотрим систему (69) обладающую минимальным количеством параметров, 
которыми являются длина, расстройка синхронизма и амплитуда усиливаемого 
сигнала. Указанные параметры подбирались таким образом, чтобы 
проиллюстрировать линейную и нелинейную стадии группировки.  

Заметим, что из системы уравнений (69) следует, что условие роста 
амплитуды можно записать в виде:  

 (82) 

Основными характеристиками ЛБВ являются коэффициент усиления 
определяемый в дБ и КПД. На рисунке 18 показана типичная зависимость КПД от 
длины замедляющей системы. Здесь можно условно выделить три качественно 
различных участка: 1) , 2) , 3) . В общем случае 
полное поле представляется в виде суперпозиции 3 волн: медленная и быстрая 
волны пространственного заряда, а также электромагнитная волна  – й моды, 
которые связываются между собой в процессе электронно-волнового 
взаимодействия. Первый участок соответствует линейной стадии группировки, 
когда амплитуды всех 3-х волн сопоставимы. Далее при увеличении длины 
амплитуда экспоненциально нарастающей волны оказывается доминирующей. В 
этой области КПД линейно зависит от продольной координаты . И наконец, на 
3-м участке КПД достигает своего максимального значения, а затем приобретает 
квазипериодический характер. Последнее обстоятельство объясняется эффектом 
перегруппировки частиц, когда отдавшие кинетическую энергию электроны 
тормозятся, и вследствие этого переходят в ускоряющую фазу поля. Здесь они 
получают дополнительную энергию и снова переходят в тормозящую фазу и т. д. 
Поэтому на этом участке КПД имеет квазипериодичекую зависимость от . 

Наиболее наглядно процесс группировки можно проследить по зависимости 
фазы электрона относительно электромагнитной волны от продольной 
координаты . В начальном сечении пространства взаимодействия электроны 
равномерно распределены по фазам в интервале . Для примера 
число макрочастиц выбрано равным 32. По мере увеличения длины на первом 
участке начинается группировка частиц, поэтому для большинства частиц 
диапазон фаз перемещается в область тормозящего поля и сужается (происходит 
группировка частиц). Поэтому, амплитуда высокочастотного тока  растет, хотя 
остается небольшой. Далее, во второй области, для подавляющего числа частиц 
диапазон фаз становится очень малым ( ), что приводит к максимальному 
значению амплитуды сгруппированного тока . Это сечение соответствует 
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наиболее плотному электронному сгустку ( ). Тем не менее, коэффициент 
усиления и КПД продолжает расти и после этого сечения (см. рисунок 18), 
поскольку большая часть электронов остается в тормозящей фазе поля. Диапазон 
фаз расширяется и часть электронов начинает переходить в ускоряющую фазу. 
При этом амплитуда тока  падает. По мере дальнейшего увеличения длины 
системы диапазон фаз сгустков  увеличивается, группировка ухудшается и 
график тока приобретает достаточно сложный характер. 

 
  

 

     

         

 
 

Рис. 18. Результаты решения самосогласованной системы уравнений при
 слева и  справа. Области усиления выделены на 

верхних графиках красным прямоугольником 
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На рисунке 18 также показано изменение кинетической энергии  
участвующих в процессе взаимодействия частиц вдоль замедляющей системы. В 
начальном сечении  нормированные энергии всех частиц  равны 0. Далее в 
процессе группировки большая часть частиц оказывается в тормозящей фазе поля, 
поэтому электроны отдают свою кинетическую энергию и у этих частиц . 
В то же время появляются электроны оказавшиеся в ускоряющей фазе поля, у 
которых энергия растет и, соответственно, изменение энергии оказывается 

. Однако, как показывает моделирование, этих фракций существенно 
меньше, чем замедленных. Поэтому в среднем в процессе взаимодействия 
выходная мощность и коэффициент усиления растут.  

При достаточно большой длине  центры электронных сгустков 
перемещаются из тормозящей в ускоряющую фазу поля и поэтому энергия 
большинства электронов начинает увеличиваться, а  падает. После этого процесс 
перехода центра сгустка из тормозящей в ускоряющую фазу повторяется, и 
процесс становится квазипериодическим в зависимости от длины системы. 
Подобный механизм в классической теории таких приборов называется 
перегруппировкой частиц, приводящей к периодической зависимости выходной 
мощности от продольной координаты (см. рисунок 18 при соответствующих ). 
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Практические задания 

1. Для трех значений ускоряющего напряжения  
( 500, 1000, 1500 кВ ) и периода  ( =0.5, 1, 3, 5 см) замедляющей системы, 
указанных преподавателем, по дисперсионной характеристике волновода 
(см. Приложение) оцените диапазон частот, при котором будут выполняться 
условия: 

, , . 

По найденным диапазонам частот выберите среднюю длину волны  при 
которой будет происходить усиление СВЧ сигналов (то есть такую длину волны, 
при которой хорошо выполняется условие черенковского синхронизма). 
Полученные значения  занести в таблицу. 

                 , 
см 

, кВ         
0.5 1 3 5 

500     

1000     

1500     

Примечание: на графике дисперсионной кривой по осям отложены 
значения  

, , 

причем,  

  
,  

 

2 По формулам оценки оптимальных параметров оцените значение 
расстройки, длины замедляющей системы и амплитуды ВЧ поля как 

   

для каждого значения ,  и  из первого задания. 
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3. Запустите программу численного моделирования и задайте размерные 
величины: 

 Период  замедляющей системы; 
 Длину волны  (оценочное значение ); 
 Ускоряющее напряжение ; 
 Амплитуду ВЧ поля ;  
 Шаг интегрирования ; 
 Длину замедляющей системы ; 
 Количество электронов . 

Моделирование производится для одного значения  из задания 1, 
которое указывается преподавателем.  

После этого, путем многократного прогона этого варианта, определите 
значения параметров  и , обеспечивающих нужную точность. Обоснуйте 
выбор  и .  

Для значения  из задания 3, изменяя  и , подобрать оптимальную 
длину волны, длину ЗС и амплитуду ВЧ поля, при которых достигается максимум 
КПД. Сравнить полученные величины с оценочными значениями, найденными в 
задании 2.  

При подобранных оптимальных  из предыдущего задания для тех же 
значений  подобрать оптимальную величину амплитуды ВЧ поля и 
построить зависимость  максимума КПД от  и объяснить ее. Построить 
зависимость  максимума КПД от  и объяснить ее. 

Для одного выбранного варианта  из предыдущих заданий, 
меняя значение длины замедляющей системы , посмотреть, как ведет себя КПД. 
Качественно нарисовать зависимость КПД для различных длин ЗС и объяснить 
полученный результат. 

4. Для выбранного варианта  из предыдущих заданий 
построить зависимости времени проведения расчетов от количества частиц для 
последовательного и параллельного варианта выполнения расчетов. Временные 
зависимости для параллельного варианта исполнения выполнения расчетов 
необходимо получить для различного числа используемых потоков OpenMP. 
Объяснить полученные результаты. 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое черенковский механизм излучения (усиления)? При каких 
скоростях заряженных частиц наблюдается данный эффект?  

2. Для чего используется замедляющая система (ЗС) в ЛБВ? 
3. Что такое пространственная гармоника? 
4. Что понимают под условием синхронизма в ЛБВ? 
5. Как происходит энергообмен и группировка в ЛБВ? 
6. Что такое кинематическое и динамическое фазовое смещение? 
7. Какие приближения используются в данной работе для рассмотрения 

основных особенностей работы релятивистской ЛБВ? 
8. Изобразить на фазовой плоскости начальное положение электронов на 

входе в ЗС. 
9. Найти, начиная с какой расстройки , отсутствуют финитные фазовые 

траектории. 
10. Как изменится КПД , если при том же токе пучка увеличить его 

радиальный размер ( ) и сделать его больше длины волны ( )? 
11. Как изменится КПД, если уменьшить фокусирующее магнитное поле? 
12. Какие способы повышения КПД в ЛБВ вы знаете? 
13. Может ли КПД быть отрицательным? 
14. Как по графику приведенной дисперсионной кривой волновода оценить 

диапазон рабочих частот и соответствующие им длины волн? 
15. Чем отличаются зависимости фазовой и групповой скорости от частоты для 

гладкого и гофрированного волноводов?  
16. По какой формуле определится фазовая скорость волны и продольная 

скорость электронов (в релятивистском приближении)? Как найти фазовую 
скорость из дисперсионной характеристики? 

17. Какими характерными масштабами определяются шаг интегрирования и 
длина замедляющей системы? 

18. Напишите параллельный вариант фрагмента кода, представленного в 
листинге 1, с использованием технологии OpenMP. 
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Приложение 1. Дисперсионная характеристика замедляющей системы 
ЛБВ 

Расчет дисперсионных характеристик замедляющих систем на основе 
гофрированных волноводов при произвольной глубине гофрировки является 
достаточно сложной электродинамической задачей, теоретический анализ 
которой в общем случае является достаточно громоздким и содержит, как 
правило, множество ограничений. В этом случае достаточно эффективным 
является использование метода конечных элементов. Для анализа дисперсионных 
характеристик периодической замедляющей системы достаточно рассмотреть 
только одну ее ячейку-резонатор, задав на торцах периодические граничные 
условия (согласно теореме Флоке). Типичное разбиение расчетной области на 
конечные элементы показаны на рисунке П1. Результаты подобных расчетов 
продемонстрированы на рисунке П2. 

(а) (б) 

 
Рис. П1. Модель для трехмерного анализа дисперсионных характеристик: 

(а) тетраэдральное разбиение расчетной ячейки на конечные элементы; 
(б) структура электрического поля при  

 
Рис. П2. Дисперсионная характеристика  волны в замедляющей системе на 

основе гофрированного волновода 
 



 
 

Приложение 2. Листинг программы на C++ расчета ЛБВ для модели с 
фиксированной однородной структурой поля 

// ConsoleApplication1.cpp: определяет точку входа для консольного приложения. 
// 
 
#include "stdafx.h" 
 
 
#include <iostream> 
#define _USE_MATH_DEFINES 
#include <math.h> 
#include <omp.h> 
 
#include <fstream> 
#include <vector> 
#include <string> 
#include <algorithm> 
#include <ctime> // для clock() 
 
 
using namespace std; 
 
std::vector<double> readFileToVector(const std::string& filename) 
{ 
    std::vector<double> param; 
    std::ifstream file(filename); 
 
    if (!file.is_open()) { 
        std::cerr << "Can`t open: " << filename << std::endl; 
        return param; // Возвращаем пустой вектор, если файл не удалось открыть 
    } 
 
    double nn; 
    while (file >> nn) 
    { 
        param.push_back(nn); // Записываем каждый параметр в элемент массива 
 
    } 
 
    file.close(); 
    return param; 
} 
 
 
int main() 
{ 
 // Время старта 
    clock_t start = clock(); 
     
 std::string filename_in = "input.txt"; 
    std::vector<double> param = readFileToVector(filename_in); 
 
    double d = param[0]; // detunning 
    double L = param[1]; // length Z 
    const int Ne = param[2]; // number of particles 
    const int Nz = param[3]; // number of grids 
    const int Nthread = param[4]; // number of threads 
 
 double dz = L / Nz; 
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    omp_set_num_threads(Nthread); 
 
    std::vector<double> x1(Ne); 
    std::vector<double> x2(Ne); 
    std::vector<double> r1(Ne); 
    std::vector<double> r2(Ne); 
    std::vector<double> r(Ne); 
 
    double b, c, v1, v2, v3, v4, W, r2max; 
 
    // цикл для каждой моделируемой частицы 
    for (int j = 0; j < Ne; j++) 
    { 
        // расчет начальной фазы с равномерным распределением 
        x1[j] = 2*M_PI*(j+1-0.5)/Ne; 
        x2[j] = 0.0; 
        // расчет точного значения первого интеграла (78) 
        r1[j] = d*d + 2* cos(x1[j]); 
    } 
 
 
    // цикл для каждой точки пространства z 
    for (int i = 0; i < Nz; i++) 
    { 
        W = 0; 
        // цикл для каждой моделируемой частицы 
        #pragma omp parallel for shared(x1,x2,r,r2) private(b,c,v1,v2,v3,v4) reduction(+:W) 
        for (int j = 0; j < Ne; j++) 
        { 
            // расчет коэффициентов в соответствии с (74) 
            b = cos(x1[j]); 
            c = sin(x1[j]); 
            v1 = x2[j] - d; 
            v2 = c; 
            v3 = b*v1; 
            v4 = b - v1*v1; 
 
            // расчет х1 и х2 в соответствии с (73) 
            x1[j] = x1[j] + dz*v1 + pow(dz,2)*v2/2 + pow(dz,3)*v3/6 + pow(dz,4)*v4*c/24; 
            x2[j] = x2[j] + dz*v2 + pow(dz,2)*v3/2 + pow(dz,3)*v4*c/6; 
            // расчет приведенного КПД 
            W = W + x2[j]; 
            // расчет текущего значения первого интеграла (77) 
            r[j] = (x2[j] - d)*(x2[j] - d) + 2* cos(x1[j]); 
            // расчет ошибки на текущем шаге по (76) 
            r2[j] = fabs(r[j] - r1[j])/(2 + d*d); 
        } 
    // расчет КПД 
    W = W/Ne; 
    // расчет максимальной ошибки 
    auto r2max_it = std::max_element(r2.begin(), r2.end()); 
    r2max = *r2max_it; 
    } 
 
 // Засекаем конец 
    clock_t end = clock(); 
 
 // Вычисляем время в секундах (приводим к double) 
    double duration = (double)(end - start) / CLOCKS_PER_SEC; 
 
    cout << "Calculation done!" << endl; 
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    cout << "W = " << W << std::endl; 
    cout << "Max error = " << r2max << std::endl; 
 
 std::cout << "Calculation time: " << duration << " seconds\n"; 
 
 std::cout << "Programm done. Press Enter...\n"; 
    std::cin.get(); // ждёт ввода (Enter) 
 
    return 0; 
  
} 
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Приложение 3. Листинг программы на C++ расчета ЛБВ для 
самосогласованной модели 

#include <iostream> 
#define _USE_MATH_DEFINES 
#include <math.h> 
#include <omp.h> 
 
#include <fstream> 
#include <vector> 
#include <string> 
#include <ctime> // для clock() 
 
 
using namespace std; 
 
std::vector<double> readFileToVector(const std::string& filename) 
{ 
    std::vector<double> param; 
    std::ifstream file(filename); 
 
    if (!file.is_open()) { 
        std::cerr << "Can`t open: " << filename << std::endl; 
        return param; // Возвращаем пустой вектор, если файл не удалось открыть 
    } 
 
    double nn; 
    while (file >> nn) 
    { 
        param.push_back(nn); // Записываем каждый параметр в элемент массива 
 
    } 
 
    file.close(); 
    return param; 
} 
 
int writeToFile(const std::string& filename, std::vector<std::vector<double>>& a) 
{ 
        // Открываем файл для записи 
    std::ofstream outFile(filename); 
 
    // Проверяем, удалось ли открыть файл 
    if (!outFile.is_open()) 
    { 
        std::cerr << "Ошибка открытия файла!" << std::endl; 
        return 1; 
    } 
 
    // Записываем массив в файл 
    for (int i = 0; i < a.size(); i++) 
    { 
        for (int j = 0; j < a[0].size(); j++) 
        { 
            outFile << a[i][j] << " "; 
        } 
        outFile << std::endl;  // Переход на новую строку после каждой строки массива 
    } 
 
    // Закрываем файл 
    outFile.close(); 
    return 0; 
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} 
 
void RungeCutta(std::vector<double>& z, std::vector<std::vector<double>>& w, 
std::vector<std::vector<double>>& omega, std::vector<std::vector<double>>& a, const 
std::vector<double>& param) 
{ 
    double G = param[0]; // Gain parameter 
    double mu = param[1]; // Bunching parameter 
    double del = param[2]; // detunning parameter 
    const int ne = param[3]; // number of particles 
    double L = param[4]; // length 
    const int n = param[5]; // numbers of grids 
 
 
    double dz = L/(n-1); 
 
 
    double h[4] = {0, 0.5*dz, 0.5*dz, dz}; 
 
    double q[4][2] = {0.00}; 
 
 
    std::vector<std::vector<double>> k(ne, std::vector<double>(4)); 
    std::vector<std::vector<double>> l(ne, std::vector<double>(4)); 
 
 
 
    double tmp_1, tmp_2; 
 
 
 
    for(int j = 0; j < n; j++) 
    { 
        // Вычисление первого коэффициента 
 
        tmp_1 = 0.00; 
        tmp_2 = 0.00; 
 
        #pragma omp parallel for reduction(+:tmp_1, tmp_2) // используем редукцию чтобы 
синхронизовать суммирование 
        for (int i = 0; i < ne; i++) 
        { 
            tmp_1 += cos(omega[i][j]); 
            tmp_2 -= sin(omega[i][j]); 
        } 
 
        q[0][0] = 2*G*tmp_1/ne; 
        q[0][1] = 2*G*tmp_2/ne; 
 
        #pragma omp parallel for 
        for (int i = 0; i < ne; i++) 
        { 
            k[i][0] = a[j][0] * cos(omega[i][j]) - a[j][1] * sin(omega[i][j]); 
            l[i][0] = del + mu*w[i][j]; 
        } 
 
        // Вычисление остальных коэффициентов 
 
        for (int b = 1; b < 4; b++) 
        { 
            tmp_1 = 0.00; 
            tmp_2 = 0.00; 
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            #pragma omp parallel for reduction(+:tmp_1, tmp_2) // используем редукцию чтобы 
синхронизовать суммирование 
            for (int i = 0; i < ne; i++) 
            { 
                tmp_1 += cos(omega[i][j] + l[i][b-1]*h[b]); 
                tmp_2 -= sin(omega[i][j] + l[i][b-1]*h[b]); 
            } 
 
            q[b][0] = 2*G*tmp_1/ne; 
            q[b][1] = 2*G*tmp_2/ne; 
 
            #pragma omp parallel for 
            for (int i = 0; i < ne; i++) 
            { 
                k[i][b] = (a[j][0] + q[b-1][0]*h[b])*cos(omega[i][j]+l[i][b-1]*h[b]) - 
(a[j][1] + q[b-1][1]*h[b])*sin(omega[i][j]+l[i][b-1]*h[b]); 
                l[i][b] = del + mu*w[i][j] + k[i][b-1]*h[b]; 
            } 
        } 
 
        // вычисление значений в следующих узлах 
        a[j+1][0] = a[j][0] + dz*(q[0][0]+2*q[1][0]+2*q[2][0]+q[3][0])/6; 
        a[j+1][1] = a[j][1] + dz*(q[0][1]+2*q[1][1]+2*q[2][1]+q[3][1])/6; 
 
        #pragma omp parallel for 
        for (int i = 0; i < ne; i++) 
        { 
            omega[i][j+1] = omega[i][j] + dz*(l[i][0]+2*l[i][1]+2*l[i][2]+l[i][3])/6; 
            w[i][j+1] = w[i][j] + dz*(k[i][0]+2*k[i][1]+2*k[i][2]+k[i][3])/6; 
        } 
 
    } 
} 
 
int main() 
{ 
 // Фиксация времени начала исполнения кода 
 clock_t start = clock(); 
 
    std::string filename_in = "input.txt"; 
    std::string filename_out = "output.txt"; 
    std::vector<double> param = readFileToVector(filename_in); 
 
    // Проверяем, что все параметры заданы 
    if (param.size() != 7) 
    { 
        std::cout << "The size of `param` is " << param.size() << "!= 7. Program terminates, 
check the number of parameters in the input parameters file." << std::endl; 
        return 1; 
    } 
 
 
 
    const int ne = param[3]; 
    double L = param[4]; 
    const int n = param[5]; 
 
 
    const int Nthread = param[6]; // number of threads 
 
    omp_set_num_threads(Nthread); 
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    const int n1 = n + 1; 
 
    double dz = L/(n-1); //пространственный шаг сетки 
 
    std::vector<double> z(n,0); 
 
 
    std::vector<std::vector<double>> omega(ne, std::vector<double>(n1)); 
 
 
    std::vector<std::vector<double>> w(ne, std::vector<double>(n1)); 
 
 
    std::vector<std::vector<double>> a(n1, std::vector<double>(2)); 
 
    // инициализация начальных значений 
    z[0] = 0.0; 
    omega[0][0] = 0.0; 
    w[0][0] = 0.0; 
 
    a[0][0] = 0.01; 
 
    // формирование одномерной пространственной сетки 
    for(int i = 1; i < n; i++) 
    { 
 
        z[i] = z[i-1] + dz; 
    } 
    // начальные значения фаз 
    for(int i = 1; i < ne; i++) 
    { 
 
        omega[i][0] = omega[i-1][0] + 2*M_PI/ne; 
 
    } 
 
 
    RungeCutta(z, w, omega,  a,  param); 
 
    //writeToFile(filename_out, a); 
 
 // Время окончания исполнения программы 
 clock_t end = clock(); 
 
 // Вычисляем время в секундах (приводим к double) 
 double duration = (double)(end - start) / CLOCKS_PER_SEC; 
 
    cout << "Calculation done!" << endl; 
 
 std::cout << "Calculation time: " << duration << " seconds\n"; 
 
 std::cout << "Programm done. Press Enter...\n"; 
 std::cin.get(); // ждёт ввода (Enter) 
 
    return 0; 
} 
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